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DIMENSIONS DES ESPACES

DE  FORMES MODULAIRES

par H. COHEN et J. OESTERLE

1) Introduction.

La connalssance explicite des dimensions des espaces de formes
modulaires est nécessaire dans de nombreux problémes. Les formules qui
Jes donnent sont connues de beaucoup de gens et il existe plusieurs
méthodes permettant de les obtenir (théoréme de Riemann-Roch, applica-
tion des formules de trace données par Shimura dans [3]). Néanmoins on
ne les trouve pas dans la littérature courante ; cet exposé, tout en
s'abstenant de fournir les démonstrations, se propose donc de combler
cette lacune. En outre, une table donnant dim Sk(ro(N) ) et

dim(Mk(ro(N),x) pour k€X%+2 , N€200 , et tout caractére x, figure

ala fin de 1'article.

1I) Notations.

Soit i: {z¢e/Im z>0} 1le demi-plan de Poincaré sur lequel agit

SL. (R ___,anb _ aztb
2'®) par : (3 0.z = 223
Soit N un entier naturel non nul et notons rO(N) le sous-—

: ab = X
droupe de SL, (2) Formé dee matrices (5 3) telles.que ¢ O(N)

Soit ¥ un caractére multiplicatif modulo N , 1.e. un homomor=

Phisme ge (Z/Nz)* dans ¢*. Soit £ 1le conducteur de x , c'est-a-

N tel que X
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i i se factorise a travers
dire le plus petit diviseur de
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" ou demi-entier.
soit XkE€4Z
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Nous ferons les hypothéses suivantes :
ous

est entier, x(=1) = (=17 .

-s8i k
i kEL+ZT ., N est multiple de 4 et x(-1)=1
S %
6finirons le e (3 ur c€7,
Nous définirons le symbole (d) po z et d€z o
conditions suivantes :
= (5) est complétement multiplicative
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si c<0 et (%)=1 si c»0
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) est le symbole de Legendre si p est premier impair

et ¢ premjeré P
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s pged(c,d) #1 .

=0 si

* z - .
La notation ab , pour afC et bE&C designera

exp(bllogla! +1i Arg a)), avec —+<Arg a€nm .

(N),x) (resp. Sk(ro(m.x)) et nous appelle-

Nous noterons Mk(-o
rons espace des formes modulaires entiéres (resp. paraboliques) de
poids k , de niveau N et de caractére X 1'espace des fonctions f
définies sur f} ayant les propriétés suivantes :

a) £ est holomorphe sur ﬁ, z

b) si kez, £(2ED) = x(d)(cz+d) Kf(z) pour toute matrice
(2 g)E'O(N) et tout zéﬁ 5

bYsi x€x+7, £(2E2) =y(a)($) )_k(cz-&-d)kf(z) pour
toute matrice (3 g] To) et tout 24

c) £ est holomorphe (resp. s'annule) aux pointes (cf. (2

pour la signification de cet énoncé).

sont

On démontre que les espaces MK(TQ(N)’X) et sk(ro(N).X)

de dimension finie. On a méme les résultats suivants :

Al

(i) dim Sk(FQ(N),y_)=Q 84 C=0-3

k<o ,
(ii) dim M (T (M), %) =0 i y<q

¢ Ou bien 5i =
a'est pas le caractére trivial g O et

e ’
(iii) aim M (T (N),% ) =1

1)L Les résultats.
1

pans les théorémes 1 et 2, nous allons donner 7 e
r de

Sk‘ro(m'” - dim My o (To(0), %), valable pour toute valeur de

gim >
saris X le théoréme 1 traitant le cas ol X est SR Ar

’ e
chéoréme 2 le cas ol k€k+7 .

compte tenu de (1), (ii), (iii), les formules ainsi obtenues per-

mettent de calculer la valeur de dim Sk(ro(u),x)

pour k22 , et

wussi celle de  dim M (T (N),x) pour k22 (faire k=2-k dans la
formule) .

pour k=1/2 et k=3/2 , les formules donnent la valeur de
dim 51/2(1' (N),x) - dim Ma/z(r (N),x) et de
dim 53/2 (N),%x) - dim M1/2(r (N),x).

Pour un N et un ¥ £ixé, Serre et Stark exhibent dans [1] une
fase explici r ; &
ase explicite de 81/2(F°(N).x) et M1/2( O(N),x) Les formules pré

cidentes permettent alors d'obtenir la dimension de Hgfz(l'e(ﬁl.x) et

3TN )
Théoréme 1. Soit k€7 (et done X(-1)= (1)) .ona:
dm 8, (T (M), %) = @im My (T (N) XD =
%NTU*&%) = % TTA(: 55pr®) ¥ i ;du x(x)
BN pl¥ 5-&150(&1)
ey L X (x)

L% mod N
x24x+ = 0(N)
avy
=ECles notations suivantes = :
: dans 1a décompo:
ooy, x aésigne 1'exposant de P

&
me&és N (resp. de £

(resp. 5 )
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c-0-k
rept 7! i 25 <r =2y
+ N(E, ,sp.p) vaut : [p +pP si s,< 2
P 2pf si 28 €r =2r'4
1 r -8 P P
‘ p P ;
| 2p si 25p> Ty
i vaut @ o si X impair
—% si x=2 (mod 4)
‘13 si k=0 (mod 4)
.My vaut : 0o si x=1 (mod 3)
-1 s x=2 (mod 3)
l % si x=0 (mod 3)

1°) L'expression est en fait égale i 1a

TT atr_,s_.p)
pN 2

T Cl(c.g)) oi © est la fonction d'Euler. Mais c'est le

ciN
N IN
(C.E) 7

somme

produit qui est le plus maniable en pratigque.

2%) si % , caractére trivial, la somme z % (%)
¥ mod N
x2+1 =0(N)
(resp. z %(x)) est égale au nombre de racines de 1'équation
x mod N

*2+x+1 Z0(N)

%2“41=0 (resp. *E4xch1 =0) dans 2/NZ . Ce nombre vaut :
{o si 4l ;o si 9““)
- resp. =

TT G+ si aty ( UTT (e ot ol
p'N P p\N P

Théoréme 2. Soit kEk+2 (et donc 4|N et x(-1)=1). QoBF
dim §, (T _(N),%) -aim M, _ (" (0),x) = Soin TT (1+1) B Hrpr’p'?)

° 2-%" o % T iy P 2 plN
p72 :

oi. 1, s 2R s, ont méme signification gu'au théoréme i, ot ol

est défini par le diagramme suivant :
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Condition (C)

non (C)

par suite *

non (C) &= (¥p premier), (p=3(4)

Lz condition (C) étant la condition suivante :

(c) & 3p premier, p=3(4), p|N, t, impair ou 0<r <2s
P B

et plv —
P rp

ir et r 32s ).
pa 5 sp}












